TD : raisonnement par récurrence

¥ (u,) est la suite définie par uy, = 0 et pour tout
entier naturel n, u,, = \fu, + 2.

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
«0=su,=2»

a) Vérifier que P(0) est vraie.

b) On suppose la propriété vraie pour un nombre entier
naturel k.

Démontrer qu'alors la propriété P(k + 1) est vraie.

¢) Que peut-on conclure des questions précédentes ?

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la
propriété : « 4" = 1 est un multiple de 3 ».

a) On suppose la propriété vraie pour un nombre entier
naturel k.

Démontrer que la propriété P(k + 1) est vraie.

b) La propriété P(0) est-elle vraie 7

) Peut-on affirmer : « Pour tout entier naturel n, 4" + 1
est un multiple de 3 » ?

E’ (u,) est la suite définie par son premier terme u,
et pour tout entier naturel n, u, ., =u, + 6n.

k désigne un nombre entier naturel.

a) Démontrer que si u, est pair, alors u, __ ; est pair.

b) Démontrer que si u, est multiple de 3, alors u; __, est
multiple de 3.

¢) A quelle condition les termes de la suite (u,,)

« sont-ils pairs ? = sont-ils des multiples de 3 ?

Pour tout entier natu-
rel n =1, u, est le nombre
de carrés nécessaires a la

n=4

construction d'une pyra-

mide comme ci-contre a n
étages. Ainsi, u; = 1.
1. a) Déterminer u,, puis u;.
b) Justifier que les nombres de carrés a la base de la
pyramide sont les termes d'une suite arithmétique.
c) En déduire que pour tout entier natureln = 1,

Uy 1=u,+2n+1.
d) Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln=1,u,= n°.
2. Retrouver ce résultat a l'aide de la somme des termes
d'une suite arithmétique.

m (u,) est la suite définie par uy = 120 et pour tout

entier natureln, u, .y =114u, - 7.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
u,=70x1,14" + 50.

m (v,) est la suite définie par v, = — 1 et pour tout

entier natureln, v, . ;=v, +2n+ 2.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
vV, = n*+n-1.

Pour les exercices [[ill a 5l démontrer la proposition

par récurrence.
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m a) Résoudre dans [ l'inéquation 4n > 2(n + 1).
b) Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln=3, 2" > 2n.

(w,) est la suite définie par wy = 2 et pour tout
entier naturel n, w,_ m
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln0=w,=w, ;=<7

b) En déduire le sens de variation de la suite (w,, ).



Pour les exercices [E] a EHl, demontrer la propriéete
par récurrence

m Pour tout entier naturel n, 4" — 1 est divisible par 3.

EL] Pour tout entier naturel n, 4" — 1 — 3n est divi-
sible par 9.

I rourtoutentier naturel n, 7 x 3°" + 4 est divisible
par 11.

I3 (v,) est lasuite définie par v, = 0,25 et pour tout
entier natureln, v, _,=5v,— 1.
Démontrer par récurrence que la suite (v, ) estconstante.

EE] sur cette figure: A, 10
'I-OAD — 4[ : | _,r'.. -.! ——

AP =AA = =2 /A,
AL 2
\f? AS

« les triangles OAyA,,
Démontrer par récur- i

OA,A,, ... sontrectangles.
rence que pour tout entier naturel n, OA = WJan 41,

B3 A lafin du mois de janvier 2019, 280 voitures ont
été louées dans une société de location. On modélise
le nombre de voitures louées chaque mois par une
suite (u,), ol pour tout entier naturel n, u, représente
le nombre de voitures louées le n-ieme mois aprés le
mois de janvier 2019. On admet que cette modélisation
conduit a I'égalité u ~1=09u, +42.

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
rel n, u,=— 140 x 0,9" + 420.

b) Déterminer le mois a partir duquel le nombre de
voitures louées dépassera 400.

IE] (s,) est la suite définie par s, = 0 et pour tout
entier naturel n,

1

Sy =8, + ————.
i An+12 —1

On se propose de déterminer une expression explicite
de s, en fonction de n.

a) Déterminer sy, s,, 53, 54 sous forme de fractions irré-
ductibles.

b) Emettre une conjecture pour une expression de s,
en fonction de n.

Vérifier si cette expression est cohérente avec les valeurs
obtenues au a).

Tester cette expression en déterminant s,
c) Démontrer cette coniecture par récurrence.

K] Pour tout entier naturel n = 3, d_ est le nombre
de diagonales d'un polygone convexe a n sommets.

A,
1. a) Pour chaque polygone convexe ci-dessus, déter-

miner son nombre de diagonales, puis compléter ce
tableau.

n 3 4 | 5| s
d |

n

b) Dans un repére, quelle est 'allure du nuage de points
représentant la suite (d,,) ?

¢) On admet alors qu'il existe deux réels a et b tels que
d, = an® + bn. Déterminer a et b.

2. a) Combien de nouvelles diagonales sont créées lors
de l'ajout d'un sommet au polygone convexe ?

b) En déduire, pour tout entier naturel n = 3, l'expres-
sionded, , enfonctionded,

c) Retrouver alors le résultat obtenu a la question 1. ¢)
par récurrence.

EE] Pourtoutentier naturel n = 3, s, estlasomme des
mesures des angles, en degré, d'un polygone convexe
a nsommets.

a) En reprenant les figures de l'exercice précédent,
compléter un tel tableau.

ol 3 | 4 | s
Sn | 180

b) Emettre une conjecture sur l'expression de s, en fonc-
tion de n.
¢) Démontrer cette conjecture par récurrence,

1B a) Démontrer par récurrence que pour tout entier

naturel n =1,
1 1 1 n

1%2 © 2%3 @ " px(a+d) Akl
b) Pour tout entier naturel k = 1, simplifier la différence

L1

1 1 2 i
— — ——. Retrouver alors le résultat précédent.

k k-+1




m {u,) est la suite définie pour tout entier naturel n
n(n’® +5)

= .
Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-

par u, =

rel n, u, est un entier naturel.

EH (u,) est la suite définie par uy = 0, u; = 1 et pour
tout entier naturel n, u, ., =4u, ., = 3u,,

a) Calculer u, et u,.

b) Démontrer par récurrence double (voir exercice EE1)

2 3" -1
que pour tout entier naturel n, u, = 5 -

£ (F,) est la suite de Fibonacci définie par Fy = 1,
F, =1 et pour tout entier naturel n,F,, _,=F, ., +F,
a) Calculer F, et F.

b) Démontrer par récurrence double que pour tout

n
entier naturel n, F, = [g] :

¢} Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
rel n,
F24+F +...+F =F, xF, ..

i (Rl

Etudier deux suites imbriquées
(111 q

@ 30 min

1. On considére |'algorithme ci-contre.

Les variables a, b et N ont des valeurs données. Au début, on

affecte la valeur 0 a la variable n.

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonc-
tionner cet algorithme poura=4,b=9etN = 2. Les valeurs

successives de u et v seront arrondies au milliéeme.

Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 < a < b.

D'aprés Bac, Asie 2012

Tantquen < N:
n—n-+1
a-+b
2

a’ + b*
v<—1J—
2

a—\u

U

b+—v
Fin Tant que

2. 0n considére les suites (u,) et (v, ) définies par u, = a, v, = b et pour tout entier

naturel n:

’ 2 2
u. + v u. +V
ur.rH nz =hab 1.-"”_1— nz =

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

u,>0etv,>0.
b) Démontrer que pour tout entier naturel n,

2
2 2 |Uy —Vy
ity =[az]

c) En déduire que pour tout entier natureln, u, = v,.



L) Etudier une suite définie par récurrence [ lind-hdl ® 30 min

D'apreés Bac, Polynésie 2012
Partie A
On considére |'algorithme ci-contre.
Au début, on affecte la valeur O a la variable U et on

donne une valeur a N. En fin d'exécution, l'algorithme Pourkallantde0aN —1

renvoie la valeur de U. U~—3U-2k+3
Que renvoie l'algorithme pour N=3 7 Fin Pour
Partie B

(u,) estla suite définie par u, = 0 et pour tout entier naturel n,
u..1=3u,—2n+4 3.

1. Calculer u, et u,.

2. Démontrer par récurrence cue pour tout entier naturel n, u, = n.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln, u,=3"+n — 1.

4. p est un nombre entier naturel non nul.

On suppose qu'il existe au moins un entier ng tel que pour tout entier naturel n = Ng,

u, = 10°,

a) Justifier que n, = 3p.

b) Déterminer a l'aide de la calculatrice cet entier ny pour la valeur p = 3.

¢) Proposer un algorithme qui, pour une valeur de p donnée, renvoie la valeur du

plus petit entier n, tel que pour tout n = ngy, on ait u, = 10°,

Les bonus :
| Démontrer que, pour tout = = M* on a e e

On souhaite démontrer par récurrence gue pour tout entier naturel n et pour tout réel z > —1, on
a(l+z)" =1+ nz

1. La récurrence porte-t-elle sur n? Sur 7 Sur les deux?
2. Enoncer I'hypothése de récurrence.

3. vérifier que (1+nz)(1+z) =1+ (n+ 1)z +nz’.

4. Rédiger la démonstration.

Soit (ﬂn}n{eﬁ la suite définie par ug = 2, uy = 3 et, pour tout n € B, wpya = Jug;1 — 2uy. DEMontrer
que, pour tout i € M, uy = 1 4+ 2™

Démontrer que, pour tout entier n = 3, on peut trouver n entiers strictement positifs =, ...
deux a deux distincts, tels que

In,

1 1
— 4+ — =1
Ty Tn

1. Démontrer qu'on peut partager un carré en 4 carrés, puis en & carrés, en 7 carrés, en 8
Carres.

2. Démontrer que si on peut partager un carré en n carrés, alors on peut le partager en

n + 3 carres.

3. Démontrer qu'on ne peut pas partager un carré en 2 carrés, en 3 carrés, en 5 carrés.

4. Pour quelle(s) valeur(s) de n peut-on partager un carré en n carrés?







